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INTRODUCTION 
Ce travail a trait principalement aux fonctions elliptiques n, cn et dn de 
Jacobi. En analysant le calcul de leurs coefficients de Taylor ~t l'origine selon 
une m6thode due /t Schett [25], on peut interpr6ter ceux-ci de mani+re 
combinatoire. La nature formelle de ces calculs permet aussi l'introduction 
de quatre fonctions not6es Sn, Cn, Dn et En, qui sont une extension des 
fonctions de Jacobi, mais ne sont pas elliptiques car elles param6trent une 
courbe alg6brique de genre cinq. 
La partie combinatoire de ce travail (Sections 6, 7 et 8) consiste fi &udier 
la notion de pic de cycle dans les permutations, qui s'av6re assez f6conde 
pour fournir des traductions bnumeratives des coefficients des fonctions de 
Jacobi, des polynomes de Schett, de la fonction Cn, et de l'int6grale de 
Legendre de premi6re spbce F(q~, k). 
L'auteur est reconnaissant au professeur M.-P. Schfitzenberger delui avoir 
suggbr6 une approche des ces questions fi partir de la r6cente contribution de 
A. Schett. 
1. LES FONCTIONS ELLIPTIQUES DE JACOBI 
Dans tout l'article nous &udions les fonctions elliptiques, et d'autres 
fonctions, sous le seul angle de leurs s~ries de Taylor formelles fi l'origine. 
Par abus de langage, nous utiliserons-souvent le terme de "fonction" pour 
d~signer ces s6ries formelles. C'est ainsi que nous appelons fonctions ellip- 
tiques de Jacobi sn(u; a, b), cn(u; a, b) et tin(u; a, b) les trois s~ries formelles 
en u, a, b solutions du syst~me diff~rentiel 
d 
du sn(u; a, b) = en(u; a, b) dn(u; a, b), 'sn(O; a, b) = 0; 
d 
cn(u;a,b)=a2dn(u;a,b)sn(u;a,b) ,  cn(O;a,b)= 1; (1.1) 
du 
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Ces trois 6quations permettent de calculer les termes de ces s6ries de proche 
en proche, suivant les puissances croissantes de u. 
U 3 4 /.15 
sn(u ;a ,b )=u+(a  2 +b ~)-~. +(a 4+14a2b 2 +b )~.  +. . . ,  
t2 2 U 4 
en(u; a, b) = 1 + a 2 ~.  + (a 4 + 4a2b 2) 4T. 
l,,t 6 
+ (a 6 + 44a4b 2+ 16aZb4)-~( + . . . ,  (1.2) 
4 U dn(u; a, b) = 1 + b 2 u2 4 + (4a2b 2 + b )~!  
U 6 
+ (16a4b 2+ 44a2b 4+ b6)~- T -1- . . . .  
Remarquons qu'on a 
sn(u; a, b) = sn(u; b, a), 
dn(u; a, b) = cn(u; b, a). 
(1.3) 
On revient /t la notation classique [18] des fonctions de Jacobi en posant 
sn(u, k) = sn(u; i, ik), 
cn(u, k) = cn(u; i, ik), (1.4) 
dn(u, k) = dn(u; i, ik). 
L'avantage de notre notation est qu'elle ~vite l'alternance de signes dans 
les d~veloppements (1.2); le coefficient de u"/n! est un polynome homog~ne 
en aet  b, et on passe de en u ~ dn u en permutant a et b selon (1.3). 
Notons les d6g6n6rescences suivantes: 
sh au 
sn(u; a, O) = -  
a 
on(u; a, O) = ch au, 
(1.5) 
sn(u; a, a) - tg au , 
a 
1 
cn(u; a, a) -- - - .  
COS au  
(1.6) 
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D'autre part les trois fonctions sont reli6es par les identit6s bien connues 
(qu'on v6rifiera en diff6rentiant par rapport h u): 
CnZ(U; a, b) = 1 + aZsn2(u; a, b), 
dnZ(u; a, b) = 1 + b2snZ(u; a, b). 
(1.7) 
Par suite, la fonction sn(u; a, b) est solution de l'6quation diff6rentielle 
dy 
du = [(1 + a2y2)(1 +bZy2)] 1/2, y(O) =0,  (1.8) 
et peut doric se d6finir en inversant l'int6grale elliptique 
y 
u = fl [(1 + a2t2)(1 + b2t2)]-I/z dt. (t.9) 
I1 semble que Lagrange soit le premier auteur fi avoir utilis6 cette forme 
sym6trique des int~grales elliptiques de premi+re sp+ce darts sa classification 
[18, p. 12]. Nous ferons 6galement usage des classiques [17, p. 809] 
formules d'addition des arguments. Pour sn(u; a, b), que nous notons de 
faqon abr6g6e sn u, la formule d'addition prend la forme suivante 
sn ucn  v dn v +snv  cn udn  u 
sn(u + v) = 1 - a2b 2 sn 2 u sn 2 v (1.1o) 
Revenons aux d+veloppements (1.2). Si l'on veut pousser plus loin le 
ealcul des coefficients, le syst6me (1.1) oblige fi effectuer des produits de 
s~ries. On peut aussi identifier les coefficients dans l'6quation diff6rentielle de 
chaque fonction prise s~par~ment, par exemple dans (1.8), ou dans une 
6quation d~duite par d~rivation de celle-ci (cf. [20]). Cette m&hode, 
couramment utilis~e au si6cle dernier, a conduit notamment aux travaux de 
D~sir6 Andr6 [11, mais c'est Schett [25, 26] qui, r6cemment, a imagin~ la 
m&hode qui nous parak la plus simple et la plus efficace, et que nous allons 
fi prbsent exposer. 
2. LE CALCUL DES DERIVEES SUCCESSIVES D'APRES SCHETT 
Schett calcule les d6riv6es uccessives de chacune des fonctions elliptiques 
/t l'aide des trois fonctions, et consid+re a cet effet une suite d'entiers ~ trois 
indices donn~s par une r6currence lin6aire simple. 
Nous pr~sentons ici une version renouvel~e de sa m&hode, en introduisant 
une suite de polynomes h trois variables, que nous appelons polynomes de 
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Schett initialisds en x. Ce sont les polynomes Xn(x, y, z) d~finis par la 
relation de r6currence 
X 0 ~-- x~ 
X~=yz~Xn_l +zx-~X._~ +xy~X._, (n>~ 1). 
(2.1) 
Nous introduisons aussi leur fonction g6n6ratrice 
U ~ 
X(u; x, y, z) = ~~ Xn(x, y, z) n-~," (2.2) 
n)O 
Le d6but de ce d6veloppement est le suivant, chaque terme en u 6tant 
rang6 suivant les puissances croissantes de x et d6croissantes de y: 
X(u; x, y, z) = x + yz u 
U 3 
q- \_}_XZ 2 . \ q_ yZ3 + 
+ ( +I4xy2z 2+ 4x3y 2 U A
\ +xz 4 + 4x3z 2 4! 
[Y  5z \ 
+ [ +14y3z ~ + 44x2y3z ] 
\ +YZ 5 + 44x2yz 3+ 16x4yz] 
U 5 
~+ ... .  (2.3) 
Le r6sultat de Schett s'exprime de fa~on sommaire n disant que les coef- 
ficients du d6veloppement de sn u (resp. de en u) s'obtiennent en prenant 
dans (2.3) les termes constants en x (resp. en you  en z). 
Nous obtiendrons ce r6sultat comme cons6quence du calcul que nous 
allons faire de la fonction g~n&atrice X(u; x, y, z). 
Consid&ons pour cela le syst~me diff&entiel 
dX(u) 
= r(u)  Z(u), x(o) = x, 
du 
dY(u) 
= Z(u)X(u), Y(O) -- y, (2.4) 
du 
dZ(u) 
- x(u) r(u), z (0)  = z. 
du 
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Les solutions X(u), Y(u) et Z(u) de ce syst6me satisfont, d'apr6s la 
relation de r6currence (2.1), l'identit6 
dr/ 
du n X(u) = X,(X(u), Y(u), Z(u)). (2.5) 
En posant u = 0, on constate que X(u) n'est autre que notre fonction 
g6n6ratrice X(u;x, y,z), de m6me que Y(u) et Z(u) sont les fonctions 
g6n6ratrices de polyn6mes de Schett Y~ et Z ,  respectivement initialis6s en y 
et en z. Nous allons voir que ces fonctions g6n6ratrices ont des fonctions 
elliptiques. 
PROPOSITION 2.l. 
des fonetions elliptiques de Jacobi par la formule 
La fonction gdn&atrice X(u; x, y, z) s'exprime d l'aide 
X(u; x, y, z) yz sn(u; y', z') + x cn(u; y', z') dn(u; y', z') 
= 1 - x 2 sn2(u; y', z') ' 
(2.6) 
off y' = (y2 _x2)i/2 et z' = (z z -x~)  t/2. 
Ddmonstration. Les trois fonctions IX(u)] z, [Y(u)] 2 et [Z(u)] z ayant 
m~me d6riv6e 2X(u)Y(u)Z(u) ,  elles ne diff6rent que par des constantes. 
D'apr~s les conditions initiales, on d6duit 
[y(u)]Z = [X(u)]Z + y2 _ x 2, 
[Z(u)] ~ : IX(u)] 2 + ~ _x  2. 
La fonction X(u) est donc solution de l'6quation diff6rentielle 
(2.7) 
dX du = [(X2 + y2-  x2)(X 2 +z2 _x2)lV2, X(0) : x, (2.8) 
et s'obtient en inversant l'int6grale elliptique 
~X 
u = J [(t 2 + y2 _ x2)(t 2 + z 2 _ x2)]-1/~ dt. 
x 
2 1/2 z t  En posant y' = (y2-x  ) , . (z 2 -x2)  v2, et r = t/y'z', on obtient 
_ (x/y,z, + z,2r2)]-1/5 
u -~x, ,z ,  [(1 + y'~r%(1 dr. 
D'apr6s (1.9), 
(2.9) 
~'~ ]x /y 'z  ' u = [Arg sn(u; y', ~ JJzy'z' 
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et 
X(u) = y'z' sn(u + Arg sn(x/y'z'); y', z'). (2.10) 
Appliquons la formule d'addition (1.10), en notant que 
cn(Arg sn(x/y'z')) = (1 + yt2x2/y t2z '2 ) l /2  ---~ z /z ' ,  
dn(Arg sn(x/y'z')) = y/y', 
et nous obtenons la formule (2.6). II 
Remarque. D'autres expressions peuvent ~tre donn6es pour X(u). Ainsi, 
d'apr6s (2.7) et (2.10) on a 
Y(u) = y' dn(u + Arg sn(x/y'z'); y', z'), 
(2.11) 
Z(u) = z' cn(u + Arg sn(x/y'z'); y', z'). 
En utilisant les formules d'addition classiques pour dn ou en (voir par 
exemple [24, p. 810]) on trouve 
y dn(u; y', z') + xz sn(u; y', z') cn(u; y', z') 
Y(u) = 1 - -  X 2 sn2(u ,  y', z') , (2.12) 
dont on peut d6duire une nouvelle expression pour X(u), par permutation des 
variables. 
COROLLAIRE 2.2. Les ddveloppements des fonctions elliptiques de Jacobi 
s'expriment d l'aide des polynomes de Schett comme suit 
sn(u; a, b) = ~ -~ Xn(O, a, b) U--~n~. , 
n>0 
1 u n 
cn(u;a,b)= 3 ~ TZn(O,a ,b)T f . ,  (2.13) 
n>~O 
ll n 
an(u; a, b) = ~ 1 I1,(0, a, b) ~. .  
n>~O a 
Ddmonstration. D'apr~s (2.10) et (2.11) on a en effet 
X(u; O, a, b) = ab sb(u; a, b), 
Y(u; O, a, b) = a dn(u; a, b), (2.14) 
Z(u; O, a, b) = b en(u; a, b), 
d'ot~ le r6sultat annonc6 pr6c6demment, dfi fi Schett. I 
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Notons que 
Y,(O, a, b) =Xn(a ,  O, b), 
Zn(O, a, b) = X , (b ,  a, 0). 
Remarquons enfin que la m6thode de Schett consiste bien fi calculer les 
d6riv6es successives des fonctions elliptiques de Jacobi, puisque la relation 
(2.5) s'6crit encore, dans le cas particulier que nous venons de consid6rer 
d n 1 
du" sn(u; a, b) = ~-~ Xn(ab sn u, a dn u, bcn  u) 
d" 1 X 
du" en(u; a, b) = --ff , (b cn u, ab sn u, a dn u). 
(2.15) 
3. LES QUATRE FONCTIONS an u, Cn u, Dn u ET En u 
Les calculs fi trois variables faits dans les deux premiers paragraphes 
sugg&ent une extension fi quatre variables, que nous abordons en d6finissant 
quatre fonctions fi partir des fonctions elliptiques, de la m~me mani&e qu'on 
construit classiquement les fonctions elliptiques en partant des fonctions 
trigonom6triques [ 18, p. 18 ]. 
D6signons par Am(u; a, b, c) la s6rie formelle solution de l'6quation dif- 
f6rentielle 
dy = [1 + c 2 sn2(y; a, b)] 1/2, y(O) = O. (3.1) 
du 
Posons par d6finition 
Sn(u;  a, b, c) = sn( Am(u;  a, b, e); a, b), 
Cn(u; a, b, c) = cn(Am(u;  a, b, c); a, b), 
On(u; a, b, e) = dn(Am(u;  a, b, c); a, b), 
En(u;  a, b, c) = ---d--d Am(u; a, b, c). 
du 
(3.2) 
Ces quatre fonctions v6rifient les relations quadratiques 
Cn 2 u = 1 + a 2 Sn 2 u, 
Dn 2 u = 1 + b z Sn 2 u, 
En  2 u = l + c 2 Sn 2 u 
(3.3) 
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- -  Sn  u = Cn  u Dn u En  u, 
- -  Cn  u = a s Sn  u Dn u En  u,  
- -  Dn  u = b z Sn  u En  u Cn  u,  
- -En  u =e z Snu Cn u Dn u, 
sn(o)  = o, 
Cn(O) = 1, 
Dn(O) = 1, 
En(O) = 1 
(3.4) 
qui est une autre mani6re de les d6finir, et permet de calculer de proche en 
proehe les premiers termes de ces s6ries 
][2 ) I/3 
Sn(u ;a ,b ,c )=u+ +b ~ +c2 -~. 
a4 ) U5 
+ +14a2b z + 14a2e 2
\+b 4 + 14bZe 2+ e 4 
+ 
(3.5) 
+135a4b 2 + 135a4c 2 u 7 
+135a2b 4 + 762aab2c a + 135a2¢ 4 -~. + ... , 
+b 6 + 135b4c 2 + 135b2c 4+ e 6 
u2(a' )u4 
Cn(u;a ,b ,c)= l + (a 2)~. + +4a2bZ + 4a2e 2 ~. 
a ) //6 
+ +44a4b 2 + 44a4e 2 + ... (3.6) 
\+16a2b 4 + 104aZb2e 2 + 16a2e 4 ~ 
et de m~me pour Dn et En par permutations de a, b, c. 
Ces fonctions sont une extension des fonctions elliptiques de Jacobi, puis- 
qu'elles se r6duisent ~t celles-ci pour c = 0. Comme nous le verrons plus loin, 
elles ne se classent pas parmi les fonctions elliptiques. En revanche, leurs 
carr~s sont des fonctions elliptiques. 
En effet, d'apr6s (3.3) et (3.4), y = Sn u est solution de 
ay 
---- [(1 + aZy2)(1 + b2y2)(1 + eZy2)] l/z, y(O) = O, (3.7) 
du 
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et s'obtient donc par inversion de l'int6grale 
y dx 
U =Jo [(1 + aZx2)(1 + a2x2)(l + c2x2)] v2" (3.8) 
Bien que le polynome sous le radical soit de degr6 6, et que, de ce fait, cette 
int6grale soit hyperelliptique, on sait classiquement la ramener / tune  
int6grale elliptique, le polynome &ant en x 2. Nous pouvons donc exprimer 
ces quatre fonctions /t l'aide des fonctions elliptiques de Jacobi ou de celles 
de Weierstrass, suivant que nous r6duisons l'int6grale /t la forme normale de 
Legendre ou ~ celle de Weierstrass, ce que nous allons faire successsivement 
car nous utiliserons les deux formes par la suite. 
PROPOSITION 3.1 .  
aux fonctions de Jacobi snu, en u, dn u 
Les fonctions Sn u, Cn u, Dn u et En u, sont relides 
par les formules 
sn(u; b', c') 
Sn(u; a, b, e) - 
(1 - a2sn2(u; b', c')) 1/2 ' 
1 
Cn(u; a, b, c) =- 
(1 - aZsn2(u; b', e')) v2 ' 
en(u; b', e') 
On(u; a, b, e) -= 
(1 - a2sn2(u; b', e')) v2 ' 
dn(u; b', c') 
En(u; a, b, c) - 
(1 - a2sn2(u; b', c') ) 1/2 ' 
off b' = (b  z - a2)  1/2, c '  --- (c  2 - -  a2)  1/2. 
(3.9) 
Ddmonstration. En op6rant dans l'int6grale (3.8) le changement de 
variable t = x 2, on se ram6ne ~. l'int6grale elliptique 
= (~ 1 u Jo T[t(1 +a2t)(1 +b2t)(1 +ch)]-V2dt' (3.10) 
puis, avec v = (t/(1 + a2t)) v2, il vient 
.y/( l + a2yX) V 2 
u - J [(1 + (b 2 - aZ)v2)(1 + (c 2 - a2)v2)]-1/2 dv. 
0 
D'ofi, d'apr6s (1.9), en posant b' = (b 2 - -  a2) 1/2 et c' = (e 2 -- a2) 1/2, 
y/(1 + a2y2) 1/2 = sn(u; b', c'), 
ce qui m6ne fi la premi6re formule de (3.9), les autres s'en d6duisant fi l'aide 
des relations quadratiques (3.3). II 
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Remarques. 
simplement b. l'aide de ces quatre fonctions. D'apr6s (2.6), 
X(u; x, y, z) = yz Sn(u; x, y, z) Cn(u; x, y, z) 
+ x Dn(u; x, y, z) En(u; x, y, z). 
D'autre part, l'int6grale de Legendre de premi6re esp6ee 
La fonction g6n6ratrice des polynomes de Schett s'~crit 
(3.11) 
du l" F(~o, k) 
=)0 VII - k z sin 2 u 
s'6crit/t l'aide de Cn, 
F(G k) --- (~ Cn(u; k, (k 2 - 1) '/2, k) du. 
:o 
(3.12) 
Dans le paragraphe 8, nous interpr6terons combinatoirement le d6velop- 
pement de Taylor de F(~0, k)/t  l'aide de cette formule. 
Consid&ons/t pr6sent la fonction p(u) de Weierstrass, qui, rappelons-le, se 
d6finit en inversant l'int6grale elliptique 
.+~ dt 
u= t V/ 4d p - -  g d -  g3 
2 v/(t  - eO(t - e2)(t - e3)' 
oriel +ez + e3 =0.  (3.13) 
PROPOSITION 3.2. Soit p(u) la fonetion de Weierstrass assoei~e aux trois 
raeines de somme nulle e,, e2, e3 suivantes: el = (a 2 -t- b 2 + e2)/3 - a 2, e2 -- 
(a 2 +b 2 +ez) /3 -b  z et e 3=(a  2+b z+ez) /3 -e  2. Elle est reli~e d la 
fonetion Sn(u; a, b, e) par la formule 
a 2 + b z + e 2 1 
p(u) = 3 + SnZu. (3.14) 
D~monstration. On passe de l'int6grale (3.8) ~ l'int6grale (3.13) par le 
changement de variable t = (a 2 + b 2 + e2)/3 + 1/x 2, d'ofi le r6sultat. | 
Notons que ces int6grales jouent un certain r61e dans la Th6orie de la 
Chaleur de Lain6. On d6montre que les surfaces 6quipotentielles autour d'un 
ellipsoide charg6 sont les ellipsoides homofocales d6pendant d'un param&re 
2, et que le potentiel V est donn6 par l'int6grale (voir ~ ce sujet 
[5, pp. 304-308; 18, p. 55; 21, pp. 95-97]). 
v(2) :f.oo aT 
2[(T+ a2)(T + b2)(T+ e2)] '/2" 
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4. LES POLYNOMES DE SCHETT SYMI~TRIQUES 
Nous appelons polynomes de Schett symdtriques ~t trois variables la suite 
S,(x, y, z) dbfinie par la relation de r6currence 
SI(x, y, z )  = 2xyz, 
S n = yz -~xan_l  -~ zx--~jgrl_l  ~- xy ~--~zSn_l, 
(4.1) 
et notons S(u; x, y, z) leur fonetion g6n6ratrice. Les premiers termes sont 
S(u; x, y, z) = (2xyz)u 
u 3 
+ 2x2z 2] ~. + \+8xyz 3+ 
[ 8y+z + + 8x y + 
\ + 8x2z 4 +8x4z 2/ • 
(4.2) 
PROPOSITION 4.1. La fonction S(u; x, y, z) est donnde par les formules 
S(u;x, y ,z )= [X(u;x,y,z)12-x2= [Y(u)12-y2= [z(u)12-z% (4.3) 
S(u; x, y, z) = 2xyz Sn u Cn u Dn u En u 
+ (x2y 2 + y~z 2 -k Z2X z) Sn2u + 2xZy2z 2Sn4u, (4.4) 
o2 Sn u, Cn u ... abr~gent Sn(u; x, y, z), Cn(u; x, y, z) . . - .  
Les fonctions elliptiques n2u et Sn2u ont d'autre part pour ddveloppements 
1 u n 
snZ(u; a, b) = ~ ~ So(O, a, b) ~., (4.5) 
n>l 
1 U TM 
Sn2(u;a'b'c)= ,>,~ ~c  S2"-'(a'b'c)-'(2n)! (4.6) 
Ddmonstration. La formule (4.3) se v6rifie en constatant que les valeurs 
des fonctions et de leurs d6riv6es successives ont bien 6gales en u = 0. 
Notons que la fonction S(u; x, y, z) appara~t implicitement en (2.7) et (2.8), 
et est solution de l'6quation diff6rentielle 
dS 
du = 2[(xz + S)(y2 + S)(z2 + S)]'/2' S(O) = O. (4.7) 
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Plus g6n6ralement, 
dnS(u) - S,  [X(u), Y(u), Z(U)]. (4.8) 
du n 
Par suite, d'apr~s (2.14), on montre (4.5) 
S(u; 0, a, b) = [X(u; 0, a, b)] 2 = aZb2sn2(u; a, b). (4.9) 
En 6levant au carr6 la formule (3.11), on obtient (4.4). Darts cette derni~re 
identit~ la partie impaire en u est ~gale A 
d 
xyz duu Sn2(u; x, y, z), d'ofi le d@veloppement (4.6). | 
Ainsi, les polynomes de Sehett ordinaires nous permettaient d'exprimer, et 
de calculer apidement, les d~veloppements de sn u et de en u. Les polynomes 
de Schett sym&riques nous permettent de le faire pour sn2u et Sn2u. Pour 
obtenir un r~sultat analogue quant aux d~veloppements de Sn u et de Cn u, 
nous sommes amends fi introduire des polynomes de Schett (ordinaires) A 
quatre variables. 
5. LES  POLYNOMES DE SCHETT A QUATRE VARIABLES 
Nous d6finissons les polynomes X,(x, y, z, t) par la r6currence 
 o=X, 
- ~ - 8 - 8 - 
< : Yzt-~xXn--I-~ztx-'~X.--I ~-txy-~zXtl 1-~xY=~XtI--I 
(5.1) 
2 
~(~;x,y,z,~) : ~ + (y~t) ~ + (~ y22 ~/2t~)  ~-r 
~ +  x z2t 2 
4 x2y3z t 
+ 4x y z3t ~4 x2y z t 3 
u 3 
3--~. + 
342 342 4 x~jf z , ~xyt  4 
4 y / 36 xy  z t ~, 4xyt  
J #4xz  t , 4x  z t \ 
I== y=# X x y===# 
et leur fonction g+n+ratrice )7(u; x, y, z, t), dont les premiers termes ont (les 
mon6mes de chaque polynome JT, sont ici dispos6s ur des octa~dres) 
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Pour calculer cette fonction g6n6ratrice, nous consid6rons le syst6me 
di(u) = F(u) g(~) T(u), i(o) = x, 
du 
dF(u)  = 2(u) T(u) X(u), ? (0)  = y ,  
du 
(5.3) 
dZ(u) : T(u)X(u) Y(u), Z(O) = z, 
du 
dT(u) = i (x )  Y(u) Z(u), 5(0) = t. 
du 
La fonction i (u ;  x, y, z), solution de l'~quation diff6rentielle 
d2 du =[( i2  + y2-x2) ( i2  +z2-x2)(p~ +tZ--x2)]vz' if(0)----x, (5.4) 
s'obtient en inversant l'int6grale 
~ y2 _ - - (5 .5 )  u= [(v2+ xZ)(v2 + z 2 x2)(v2 + t 2 x2)] -1/2 dv. 
Posons y' = (y2 _xZ)t/2, et de m~me z' et t', et w---v/y'z't'. 
-- ( ~/y~z't~ 
u-  ~x/r'z'r [(1 + z'2t'Zw2)(1 + t'2y'2wZ)(1 + y'2z'2w2)]-v2 dw. 
D'apr6s (3.8) on d6duit 
i (u ;  x, y, z, t) = y'z't' Sn(u + Arg Sn(x/y'z't'); z't', fly', y'z'). (5.6) 
De la relation quadratique ntre Y(u) et i (u) ,  
Y(u; x, y, z, t) = y' Cn(u + ArgSn(x/y'z't'); z't', t'y', y'z'). 
En particulier, 
i (u ;  O, y, z, t) = yzt Sn(u; zt, ty,yz), 
Y(u; 0, y, z, t) = y Cn(u; zt, ty, yz), 
(5.7) 
ce qui permet d'6noncer la 
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PROPOSITION 5.1. Les ddveloppements de Sn u et Cn u sont donnds par 
1 1 1)  (abeu)" 
Sn(u ;a ,b ,c )=,>o ~' X ,  O, a '  b ' e n! ' 
Cn(u;a,b,e)= ~ aX, (1__~_, 0,--b-,1 +)(abeU)"n, 
n~O 
(5.8) 
D~monstration. En op6rant dans l'int6grale (3.8) le changement de variable 
t = v/abc, on obtient l'identit~ 
Sn(u; a, b, e) = (1~abe) Sn(abe u; 1~be, 1~ca, 1/ab). 
De m~me 
Cn(u; a, b, e) = Cn(abe u; 1~be, 1~ca, 1/ab ). 
En appliquant (5.7), on d~duit (5.8). II 
Nous allons voir d'autre part que parmi les coefficients du polynome /t 
quatre variables X, figurent non seulement ceux du polynome de Schett 
ordinaire a trois variables An, mais aussi ceux du polynome de Sehett 
sym&rique S. (divis6s par deux). 
PROPOSITION 5.2. Dans le polynome de Schett ~ quatre variables 
X,(x, y, z, t), le terme de plus haut degrd en t est dgal ~ tnXn(x, y,z), Y ,  
ddsignant le polynome de Schett ordinaire; en outre, le terme de plus haut 
degrd en x est dgal ~ ½x"-IS,(y, z, t), S ,  ddsignant le polynome de Sehett 
symdtrique. 
Ddmonstration. Par induction sur n. On a bien, pour n= 1, 
Xl (x ,y ,z , t )=yzt=tX l (x ,y ,z )=½S~(y ,z , t ) .  Dans )~,, le terme de plus 
haut degr6 en test / t  reehercher dans 
- c3 _ ~ _ 
yzt-~xX,_ 1 + ztX-~yX,_ 1 + txy -~zX,_l.  
Plus pr6cis6ment, c'est, par hypoth~se de r~currence 
yzt ~x (t"- ix._,) + ztx -g; (t"-1x._ 1) + txy ~ (t - x ._  ,) 
---- t n yz  -~X xn  - 1 Af_ ZX ~y X n _ 1 -~- xy  ~ X n _ 1 = tnXn  • 
La d6monstration est analogue pour le terme de plus haut degr6 en x. | 
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Nous allons & present continuer le calcul de la fonction g6n6ratrice 
X(u; x, y, z, t) h partir de l'identit6 (5.6). A d6faut d'une formule d'addition 
sur la fonction Sn, nous aurons recours ~ l'expression (3.14) de cette 
fonction a l'aide de la fonction de Weierstrass p, qui a l'avantage sur (3.9) de 
respecter la sym6trie en a, b, e. 
Dans le cas qui nous int6resse, la relation (3.14) s'~crit 
p(u) = ~(y'2z'2 + z'2t '2 + t'2y '2) + 1/Sn2(u; y'z ' ,  z't ' ,  t'y'). (5.9) 
L'espression de [~g'~(U)] 2 en fonction de p est donc 
y~ 2zt 2t~ 2 
[X(u)] z = p(u + v) - 1(y'2z'2 + z'2t '2 + t'=y'2), 
off v = Arg Sn(x /y 'z ' t ' ) .  (5.10) 
Par ailleurs la formule d'addition classique sur pest  [17, p. 860; 18, p. 21] 
I (p'(u) p'(v) - + 
p(u + v) = T \ - p(v) 
La fonction p ayant un p61e en 0, nous supposerons dans la suite du calcul 
que x4= 0. Pour x = 0, l'expression de )7(u) est donn~e en (5.7). D'apr~s 
(5.9) on a 
p(u) - p(v) = (x2 - y'Zz'2t '2 Sn~u)/x ~ Sn2u. (5.11) 
En outre, 
p'(u) = -2  Cn u Dn u En u/Sn3u. 
Or Cn v = (1 + z'Zt '2 Sn2v) 1/2 = (1 + x2/y'2) 1/2 = y /y ' ,  d'oO 
p' (v ) = --2yzty' 2z' 2t' 2/x3. 
p'(u) - -  p'(v) _ 2yzty'2zt2t '2 SrlaU - -  2X 3 Crl u Dn u En u 
- (5 .12)  
p(u) - p(v) x Sn u(x 2 - y'Zz'Zt'2 SnZu) ' 
2 (y,2,,2 +z,2t , :  t,2y,2) x2 + Y '2z'2t'z Sn2u 
p(u) + p(v) = ~-  - + + x 2 Sn2u 
Pour la suite du calcul notons simplement S, C, D, E les termes Sn u, Cn u, 
Dn u et En u. Remarquons aussi que 
y2z2t 2 = (y,2 + x2)(z,2 + xg)(t,2 + x 2) = Pa + x2p2 + x4p, + x6, 
607/al/I-2 
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Pl,  P2, P3 d+signant les fonctions sym&riques ~l~mentaires de y' 2, z' 2, t'2. En 
6levant au carr6 la formule (5.12), on obtient 
4 p(u) p(v) 
-~- (P3 + X2p2 + X4pl + x6)p~ S6 -- 2x3yztp3 S3CDE + x6C202E2 
x2S2(x 2-p3S2)  2 
En outre, C2= 1 + z'2t'2S 2, et de m6me pour D 2 et E 2. Nous sommes 
maintenant en mesure de r+6crire l'identit6 (5.10) en remplaqant p(u + v) par 
sa valeur. 
P3 1 
~(u)  - x2SZ(x 2- p,  S2) 2 [(P~S6 + x2p2p~S6 +x4plp~S6 + x6p~S6 
_ 2x3yztp3S3CDE + x 6 + x°p2S 2 + x%p,S  4 +  6p]S6) 
- (x 2 + P3S2)(x 4-- 2X2pa $2 + p~S 4) 
- P2x2S2(x 4 - 2x2P3 Sz + p~S4)]. 
Apr~s simplifications, 
P3 x2p3 $2 
)~(u) - x2SZ(x 2- p3S2) 2 (x2p~p3S4 + 2x4p3S4 - 2xyzt SCDE 
+ x4plS 2 + X z q- p3 S2 + 2xZp2SZ). 
PROPOSITION 5.3. La fonetion gdndratrice des polynomes de Sehett d 
quatre variables s'exprime d raide des fonctions Sn, Cn, Dn et En par la 
formule suivante quand x v ~ 0: 
X(u; x, y, z, t) = (x 2 - PsS2)[x 2 + (P3 + 2xZp2 + X4px) $2 
+ (x2p~p3 + 2x4p3)S a -  2xyztSCDE] -m, (5.13) 
off p~ = y,2 + z,Z + t,2, Pz = Y '2z'z + z'et'2 + t'2Y '2, P3 = Y 'zz'zt'2, Ia lettre S 
abrdgeant Sn(u; y'z', z't', t'y') et de m~me C, D, E. En outre 
.~(u; 0, y, z, t) = yzt Sn(u; yz, zt, ty). 
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6, Pies DE CYCLE. INTERPRETATION DES POLYNOMES DE SCHETT 
A TROIS VARIABLES (PREUVE DIRECTE) 
Le contenu de ce paragraphe est la traduction en frangais de [10}. 
Rappelons que les polynomes de Schett fi trois variables initialis6s en x sont 
d6finis par la relation de r6eurrence. 
Xo•X• 
x .  = yZ xXn_, + + X._,.  
(2.1) 
Le polynome X. est homog+ne de degr6 (n + 1). Quand nest  pair (resp. 
impair), X. est pair (resp. impair) en y et en z, mais impair (resp. pair) en x. 
Nous d~finirons done les coefficients a.a,s du polynome X. comme suit 
X.(x, y, z) = ~ a.,idx zi+ 'yZSz"-Zi-zJ 
i , j  
X.(x, y , z )= ~ -.,e,y-,7 CivzJ+ lz _
i , j  
(n pair; 0 ~ 2i + 2j ~ n), 
(6.1) 
(n impair; 0 ~< 2i + 2j<~ n - 1). 
La relation (2.1) se traduit sur les coefficients par la r6currence 
ao,o,o = 1; si i :~0 ou j :P  0, aod~/= 0; 
a,,,id= (2j+ 1)a._l,id + (2i+ 2)a._l,;+ ~,j_ 1 + (n - 2 i -  2j + 1)an_l,~,j_ ~ 
(n pair), 
a.,id = (2i + 1)a~_m. d + (2j + 2)an_~,,. ~,s+ ~+ (n - 2i - 2j + 1)a,,_~a_~, s 
(n impair) 
(6.2) 
Le caract~re lin~aire de eette r6currence permet h Schett de calculer 
rapidement les coefficients [26]. Nous allons en donner une interpr&ation 
combinatoire en termes de pics de cycle sur les permutations, notion 
remontant/~ Andr~ [4]. 
DEFINITION 6.1. Soit a une permutation de {1,2 ..... n}. Un entier p 
(1 < p ~ n) est dit pic de cycle si les deux in6galit~s trictes suivantes ont 
v6rifi6es: 
< p > a(p). 
EXEMPLE. La permutation a= (134)(6)(25), d6compos~e ici en cycles 
(c'est-/t-dire a (1)=3,  a (3)=4,  a (4 )= l ,  ~r(6)=6, a (2)=5,  a(5)=2) ,  
poss~de deux pies de cycle, les entiers 4 et 5. 
18 DOMINIQUE DUMONT 
En distinguant les pics de cycle suivant leurs parit6s en tant qu'entiers, 
nous obtenons le r6sultat suivant. 
THEOREME 6.2. L'entier a,,~,j est ~gal au nombre de permutations de 
{ 1, 2 ..... n } ayant i pics de cycle impairs et j pics de cycle pairs. 
EXEMPLE. I1 existe a6,1,1 = 328 permutations de {1, 2 ..... 6} qui 
poss6dent, comme dans l'exemple utilis6 plus haut, un pic de cycle impair et 
un pic de cycle pair. 
Ddmonstration. Notons In] l'ensemble {1, 2 ..... n}. Nous montrerons que 
le nombre de permutations de In] ayant i pies de cycle impairs et j  pies de 
cycle pairs satisfait (6.2) dans le cas off nest pair, la d6monstration pour n 
impair 6tant analogue. 
A toute permutation a de In] nous raisons correspondre une permutation r 
de [n- - I ]  en enlevant n de son cycle. Autrement dit, si a(n)=n,  la 
permutation ~est simplement la restriction de cr ~t In - 1 ]. Sinon, a(n) < n, 
nous posons r(a-l(n)) = a(n) et, pour tout i 4= a- l (n) ,  z(i) = a(i), 
R6ciproquement, route permutation T de In -  i] peut ~tre prolong6e en 
une permutation a de In], de n mani~res distinctes, en choisissant un entier k 
dans In], en posant, si k = n, o(n) = n, et si k < n, a(k) = net  a(n) = ~(k). 
Nous dirons que n a +t6 ins6r6 dans le cycle de k, ~ la droite de k (~ la 
gauche serait: a ( r - l (k ) )=n,  a(n)=k) .  Pour tousles autres 616ments i de 
[n], on pose a( i )= T(i). 
Voyons comment 6voluent le nombre de pies de cycle pairs et le hombre 
de pies de cycle impairs lorsque nous prolongeons ren  a. 
(a) Examinons d'abord le cas off l'insertion de n laisse ces deux 
nombres invariants. Nous partons done de r ayant i pies de cycle impairs et j  
pies de cycle pairs. L'entier n 6tant pair, il faut, pour ne pas augmenter la 
valeur de j, insurer n/t droite ou ~t gauche d'un pic pair de T, ou alors poser 
a(n) = n, d'ofl (2j + 1) prolongements distincts. 
(b) Si au contraire nous voulons remplacer un pic de cycle impair de 
par le pic de cycle pair n, nous devons partir d'une permutation T ayant 
(i + 1) pics de cycle impairs et ( j -  I) pies de cycle pairs, ins+rer n/1 droite 
ou ~ gauche d'un pic de cycle impair de v, ce qui repr~sente (2i+ 2) 
possibilit6s, e ta  aura i pies de cycle impairs et j pies de cycle pairs. 
(e) Si enfin nous voulons seulement cr+er un nouveau pic de cycle pair 
en ins6rant n, nous devons partir d'une permutation T ayant i pies de cycle 
impairs et ( j -  1) pics de cycle pairs, exclure les (2(j - i) + 1) insertions de 
type (a) et les 2i insertions de type (b). I1 reste (n -2 i -  2j + 1) insertions 
possibles, aboutissant ~.une permutation a ayant i pics de cycle impairs et j 
pies de cycle pairs. 
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En rassemblant les tois cas, nous obtenons la relation de recurrence 
(6.2). II 
Remarque. En utilisant la transformation fondamentale a ~ d sur les 
permutations (pour plus de ddtails, nous renvoyons/1 [14]) on peut traduire 
le Th+ordme 6.2 en un second 6nonce equivalent. Nous dirons d'un point 
(k, d(k)) du graphe d'une permutation d de In] qu'il est un pie-d-gauche si 
k - Ie t  d(1) > d(2), ou s'il satisfait (P): 
(P) 2~k~n- I  et d(k -1)<d(k)>d(k+ I). 
Les pies-de-cycle d'unc permutation a s'envoient bijectivement sur les pics-b.- 
gauche de son image d par la transformation fondamentale. Dans l'exemple 
45 ~); d a deux pics-b.-gauche: (1, 4) et (4, 5). Le ci-dessus, on a d= (] ] ~ 52 
second 6nonc6 de (6.2) s'obtient done en remplaqant "pics de cycle impairs 
(resp. pairs)" par pies-d-gauche de valeurs impaires (resp. paires). Les pics- 
~-gauche ont le ddfaut d'introduire une dissymdtrie gauche-droite, et pour 
cette raison nous leur prdf&erons les pies de cycle. 
Venons-en aux consequences du thdordme. D'apr~s (2.13), on a 
U n 
_ZJb,- ~- ~i __ (n impair; 0 ~< 2j ~< n - 1), sn(u; a, b) = \," X~_ a,.odU n! 
" J (6.3) 
cn(u; a, b) = ~ \" a a"-2~b2i u" , a 7" ,,i,o n~ " (n pair; 0 ~ 2i G n). 
COROLI,AIRE 6.3. Soit n un entier impair. Le coefficient de 
a2Jb ~ z-2iu,/n ! dans le ddveloppement de sn(u; a, b) est dgal au hombre de 
permutations de In] (ou de In -  1]) ayant j pies de cycle tous pairs. 
COROLLAIRE 6.4. Soit nun  entier pair. Le coefficient de a"-2~bZiu"/n!. 
dans le ddveloppement de cn(u; a, b) est dgal au nombre de permutations de 
[nl (ou de In - l]) ayant i pies de cycle tous impairs; et aussi au nombre de 
permutations de In] ayant n/2 pies de cycle, i btant impairs. 
COROLLAIRE 6.5. Le nombre d'Euler E, ,  coefficient de u"/n! clans le 
ddceloppement de la fonction tgu + 1/cosu, est dgal au nombre de 
permutations de In I (ou de In - 1]) qui n'ont aucun pic de cycle de la parit( 
de n. 
COROLLAIRE 6.6. Soit n un entier pair. Le coefficient de a"-2ib2iun/n! 
dans le d(veloppement de cn(u;a,b)~est (gal au hombre de permutations 
alternantes [31 sur [hi eommencant par une descente, ayant i pies-all-gauche 
de valeurs impaires et (n/2 - i) de valeurs paires. 
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Le Corollaire 6.6, qui est un raffinement du r~sultat classique de Andr~ 
[3] et que nous d6duisons du Corol laire6.4 par la transformation 
fondamentale, a bt~ trouvb indfipendamment par Flajolet [13]. 
7. CHOIX DE PICS DE CYCLE. 
INTERPRETATIONS DE DIVERS DEVELOPPEMENTS 
(PREUVE INDIRECTE DU THEOREME 6.2) 
Commenqons par d6finir quelques objets combinatoires qui visent 
construire une permutation A partir de la donn6e--nous dirons du choix- -de 
certains de ses pics de cycle. Dans tout ce qui suit, nous ne supposons doric 
pas la permutation donnee au d6part. 
Faire le choix d'un pic de cycle, c'est choisir un triplet (q, p, r) d'entiers de 
[hi tels que q < p > r, avec q et r non n6cessairement distincts; autrement 
dit, c'est choisir non seulement le futur pic de cycle p, mais encore les entiers 
q et r qui sont destin6s /t ~tre l'ant6c6dent et l ' image de p par une per- 
mutation. 
Faire le choix de k pics de cycle, c'est choisir un ensemble (non ordonn~) 
de k triplets (ql, P~, r~), (qz, P2, r2) ..... (qk, Pk, rk), tels que pour tout i on ait 
les in6galit6s q~ < p~ > r~, les p~ et les q; formant un ensemble de 2k entiers 
distincts, les Pi et les r i formant aussi un ensemble de 2k entiers distincts. 
Comme les qi ne sont pas n~cessairement distincts des rj, nous sommes 
conduits ~, d6finir la notion de chafne de pics de cycle. 
Une suite ordonn6e de l pics de cycle (q~, P l ,  r l)  ..... (ql, Pt, rl), forme une 
ehafne si r~ = q2, r2 -- q3 ..... ri-1 = qz. Si de plus r t = ql, on dit que c'est une 
chafne ferm~e de longueur 2l. Sinon, c'est une chafne ouverte de longueur 
(2 l+ 1), dont q~ est le ddbut et r t latin. Un pic de cycle (q,p,r) qui n'est 
enchain6 ~ aucun autre pic de cycle, ni par son image, ni par son ant6e6dent, 
forme ~t lui seul une chaine, ferm6e et de longueur 2 si q = r, ouverte et de 
longueur 3 si q v~ r. 
Ainsi tout choix de k pies de cycle se partitionne n chai'nes, ouvertes ou 
ferm6es. Les points restants de [n], c'est-b.-dire les 616ments de [n] qui n'ap- 
partiennent pas ~t U~<i<k{qi,pi,ri}, seront par convention consid~r6s 
comme formant chacun s6par6ment une chafne ouverte de longueur 1, dont 
l'unique 616ment est ~t la fois le d6but et la fin. On obtient ainsi une partition 
de [n] tout entier en cha~nes. Remarquons que le nombre de cha~nes ouvertes 
de cette partition est 6gal b. (n - 2k). En effet, parmi les k pics de cycle, un 
certain nombre, soit ¢, se trouvent dans les cha~nes ferm6es qui contiennent 
done en tout 2¢ 616ments. Les (k -  ~0) autres pies de cycle se trouvent dans 
des cha~nes ouvertes. Si ~t est le nombre de ces cha~nes ouvertes de longueurs 
sup~rieures ou 6gales b. 3, elles contiennent en tout (2(k - ¢) + ~,) ~16ments. 
Les points restants sont done au nombre de n -2¢- (2 (k -¢ )+ ~t)= 
n - 2k - ~,,.ce qui fair bien au total n - 2k eha~nes ouvertes. 
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R6ciproquement, /l une partition de [n] en cha~nes correspond bien, de 
faqon biunivoque, un choix de pics de cycle. 
EXEMPLE 7.1. Au choix de 4 pics de cycle suivant, dans {1, 2 ..... 12}: 
(3, 5,2), (1, 7, 3), (4, 10,4), (9, 12, 6), correspond la partition de [12] 
suivante, en 4 cha~nes ouvertes: (1, 7, 3, 5, 2), (9, 12, 6), (8), (11), et une 
chafne ferm6e: (4, 10). 
A l'aide de ces notions, nous allons d'abord interpr&er le dOveloppement 
de la fonction on(u; a, b) • exp(sn(u; a,, b)). 
Remarquons que dans le d6veloppement de snku/k!,  il y a, au sein de 
chaque terme, une diff&ence 0gale it k entre le degr~ en u et le degr6 total en 
aet  b, c'est pourquoi nous posons 
c .  u = Z Z 2, , • . a , , i j a  b u In. 
n t ,d 
(n>/k ;2 i+ 2 j=n-k ) .  (7.1) 
Les deux ensembles d'indices {(k, n); n/> k, k ~> 0} et {(k, n); 0 ~ n - k ~ n} 
&ant identiques, nous d6duisons 
en u" exp(sn u) = ~ .~. a.,iaa2eb2au"/n! 
n l ~J 
(n >~ 0; 0 < 2i + 2j ~< n). (7.2) 
PROPOSITION 7.2. Les  coefficients an, i j  sont entiers et s'obtiennent par  
la relation de r~currence suivante 
Ddmonstrat ion. 
ao,o, o = 1 ; si i 4= 0 ou j 4= 0, ao,i, j = O, 
a. . io  = a . - l , j , i  + (n -- 2i -- 2j + 1)2a ._ l j , i _ l .  
En effet, d'apr6s (1.1) et (1.7), on a 
(7.3) 
d [en u .  exp(sn u)] (a 2 sn u dn u + enZu dn u) exp(sn u) 
du 
= (1 + a2sn u + a 2 snZu) dn u • exp(sn u) 
= dn u .  ~ (1 + ka z + k (k  - l)a 2) sn~u/k!,  
k~O 
d [cn u .  exp(sn u)] =dn u • exp(sn u) + a 2 ~ k 2. snku • dn u/k! .  
du k>.o 
Cherchons, ~ gauche et ~t droite de cette identit6, le coefficient de 
a2tb2Su"- l / (n - -1) !  A gauche, c'est ana u. A droite c'est d'abord a~- lu ,  i, 
d'apr6s (1.3). Puis c'est la contribution du terme en a2 i -2b2 Ju" - l / (n -1 ) !  
dans le d6veloppement dedn u • snku/k!,  pour un certain k. D'apr6s (7.1), k 
do i t&rete lque(2 i -2 )+2 j=n- l -k .D 'o t lk=n-2 i -2 j+ l .  | 
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Le d6but du d6veloppement est le suivant 
(1)u2 (1 
cn u exp(sn u) = 1 + u + q-Ct 2 ~ + +4a 2 + b 2 3-]- 
+(110a2+4 b2t u4 
\+  a4 +4a2b2] -~" 
(' )u' 
+ +20a 2 + 10 b 2 
\-t-16a 4 +44a2b 2 + b 4 -~. 
+35a 2 + 20 b 2 u 6 
+ +91a 4+ 224a2b 2+ 16 b 4 6 ,1  q- " ' "  " 
+ a 6 + 44a4b z+ 16aZb 4]  
(7.4) 
Remarque 7.3. Les coefficients qui apparaissent sur les premi6res 
colonnes (et sur les diagonales), coefficients dont la fonction ghn6ratrice 
s'obtient done en posant b=0,  ont 6t6 6tudi6s par divers auteurs 
[6,7,24, 28]. Ils sont analogues aux hombres dits "factoriels centraux" 
T(m, j) d6finis par la r6currenee (voir les m~mes r~f6rences [6, 7, 24, 28]) 
T(1, 1) = 1; T(m,j) =j2T(m - 1,j) + T(m - 1, j -  1). 
En particulier, de (7.3) on d6duit que a2m,o,j = 22iT(m, j). 
THEOREME 7.4. L'entier an,i, ~ est dgal au nombre de ehoix Cij de (i + j) 
pies de cycle darts [hi, parmi lesquels i pies de cycle sont de la paritd de n, et 
j sont de rautre paritd. 
Ddmonstration, D~stingu0ns suivant que n figure ou non parmi les pies 
de cycle ehoisis. S'il n'y figure pas, e'est qu'on a choisi dans [n -  1] un 
nombre j de pies de cycle qui sont de la parit6 de (n - 1), et un nombre i qui 
sont de l'autre parit6, soit an_lj, i choix par hypoth6se de r6currence. 
S' i ly figure, c'est qu'on a d'abord ehoisi dans In - 1] un nombrej de pies 
de cycle de la parit6 de (n - 1) et un nombre ( i -  I) qui sont de la parit+ de 
n, soit a,_l,j,/_~ ehoix, puis on choisit le pic de cycle (q, p --- n, r). Pour cela, 
il faut prendre q darts l'ensemble In -  1] diminu6 des (i + j -1 )  pics de 
cycle ainsi que de leurs ant6c6dents, soit (n -1 ) -2 ( i+ j -1 )= 
n -  2i ~ 2j + 1 choix; il faut de m~me choisir r dans l'ensemble In -  1] 
diminu6 des (i + j -  1) pies de cycle ainsi que de leurs images, soit encore 
(n -- 2i - 2j + i) choix, ee qui nous conduit ~ la relation de r6currence (7.3). 
FONCTIONS ELLIPTIQUES DE JACOBI 23 
Ce th6or+me nous permet d'interpr6ter le d6veloppement de la fonction 
en(u; a, b)/1 - sn(u; a, b). En effet, d'apr6s (7.1) 
n 
cn u ~_,V en u snku = ~ V (n - 2i - 2j)! a,,i jaZibzj U~nv 
1 - -  SFl U k>~O n i , j  
(0 ~< 2i + 2j ~< n). (7.5) 
Le d6but du d6veloppement est le suivant 
en(u; a, b) 
1 - sn(u; a, b) 
(2 )u2  ( 6 ) u3 
=l - l -u+ +a 2 ~-.t + +4a2+b 2 3.v 
[ 24 8 b2] / u4 + /+20a 2 + 
\+  a 4+4a2b2] 4! 
[ 120 \ u 5 
+ [+120a 2+ 60 b z ) \+  16a 4 + 44a2b 2 +b 4 ~. 
// 720 ) 
[+740a 2+ 480 b 2 
+ ~+182a 2 + 448aZb 2+ 32 b 4 
\+  a 6 + 44a4b 2+ 16a2b4// 
U 6 
+.- -  . (7.6) 
PROPOSITION 7.5. L'entier (n--2i--2j) I  an,i, j es t  dgal au nombre de 
couples (Ci,j, a), o~ C~,j est un choix dans In] de i pies de cycle qui sont de 
la paritd de n, et j qui sont de rautre paritd, et off a est une permutation de 
In] possddant ees (i + j)  pies de cycle, et dventuellement d'autres. 
Ddmonstration. Le choix C;j &ant effectu6, consid6rons la partition en 
chafnes qui lui est associ+e. Une permutation a poss~dant les pies de cycle de 
Cij est d6j/t d&ermin6e n un certain nombre de points. Ainsi les ehaines 
ferm+es de la partition sont autant de cycles d~j/l constitu6s de la 
permutation a. En fait, les seuls points f de [n] pour lesquels a( f )  reste 5, 
d&erminer sont les fins de chafnes ouvertes, les seuls points d de In] pour 
lesquels a-l(d) n'est pas connu sont les d~buts de cha~nes ouvertes. Or nous 
savons qu'il y a (n-2(~ +j ) )  cha~nes ouvertes dans la partition, done 
(n -2 i -2 j ) [  mani+res d'envoyer pa r a les fins sur les dbbuts, et de 
prolonger ainsi a fi [n] entier. II 
EXEMPLE 7.6. Revenons fi l'exemple (7.1). I1 existe 4!-----24 mani6res 
d'envoyer par o les fins de chafnes ouvertes {2, 6, 8, 11} sur les d6buts de 
chafnes ouvertes { 1, 9, 8, l l  }. Si par exemple or(2) = 11, 0(6) = 8, or(8) = 9, 
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a( l l )= l ,  la permutation a est (1, 7, 3, 5, 2,11) (9, 12, 6, 8) (4,10). Elle 
poss~de bien les pics de cycles 5, 7, 10, 12, de C,d, et un autre: 11. 
Ce r6sultat va nous permettre de r6introduire d'une nouvelle mani~re les 
polynomes de Schett, en utilisant leur interpr6tation combinatoire du 
Th~or~me (6,2), au lieu de leur r~currence (2.1). 
THEOREME 7.7. Posons a '  = (a 2 -  1) ~/2 et b '= (b 2 -  1) ~/2. La fonction 
A(u) = on(u; a', b')/1 - sn(u; a', b') est, dun changement de variables pros, 
fonction gdndratriee des polynomes de Sehett. Plus prdcisdment, son ddvelop- 
pement est 
A(u)--- S ~ ~ a,d,iaZib zJ
n pair/>0 i , j  
- 2ib ZJ U n 
+ Z F-..,.j- 
n impair/> 0 i , j  
(7.7) 
off a,,id est le coefficient du polynome de Schett ddfini en (6.1). 
Ddmonstration. Revenons /t l'ensemble des couples (Cid, a) d~finis darts 
la proposition pr6c6dente, nsemble que nous partitionnons suivant les paires 
ordonn6es (k, l), off k (resp. l) d6signe le nombre exact de pics de cycles de la 
parit~ de n (resp. de l'autre parit+) que la permutation a possede. Ainsi, on a 
les in~galit6s: i ~< k ~< In/2], j ~< l ~< [n/2]. 
Les entiers k et l ~tant fixds, le hombre de permutations a en question est, 
d'apr6s le Th~or+me 6.2, 6gal ~ an,k, t sin est impair, h a,,t, k sin est pair. Le 
nombre de choix C;d de pics de cycle tir6s d'une permutation de ce type est 
6gal ~t (~) (~). En sommant sur tousles couples (k, l) possibles, on obtient 
l'identit6 
k , l  
(n impair; 2i ~< 2k ~< n, 2j ~< 2l ~< n). 
k, l  
(n pair; 2i ~< 2k ~< n, 2j ~< 2l ~ n). 
(7.8) 
Traduite sur les polynomes g6n~rateurs, l'identitb (7.8) donne (n impair): 
(n -- 2 i -  2,/')! a,,ida2ib 2y = ~ a,,ia(a 2 + 1)i(b 2 + I) i, (7.9) 
i d i ,j 
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et de m~me pour n pair, an,j,  i remplaqant an.;. j. En rempla~ant dans cette 
identit6 a 2 par (a 2 -  1) et b 2 par (b 2 -  1), et en utilisant (7.5), on obtient 
l'6nonc6 du th6or6me. 
Notre d6monstration repose en fait sur une "formule d'inclusion-exclusion 
g6n6ralis6e," 6tendue ici 5. deux indices i et j. Pour un expos6 ~16mentaire de 
ce principe sur les polynomes 6num6rateurs, ~tun indice, nous renvoyons 
[23, p. 53-55] ou ~ [19, pp. 102-105]. II 
Le d6but du d6veloppement A(u) est le suivant (a comparer avec (2.3)) 
cn(u;a ' ,b ' )  = l+u+ 
A(u) - -  l - sn (u ;a ' ,b ' )  +a 2 ~.. + +4a 2+b 2 3! 
+ 
+ 
1 )u 4 
+14a 2 + 4 b 2 - -  
\+  a 4 + 4a2b z 4! 
1 )u  5 
+44a 2 + 14 b 2 
\+16a 4+44a2b 2 + b 4 
+135a 2+ 44 b 2 u 6 
+ ~+135a 4+328a2b z+16 b 4 ~ +' ' ' '  (7.10) 
\+  a 6 + 44a4b 2+ 16aZb4/ 
Puisque A(u ;a ,b )  et X(u;x ,  y ,z )  sont deux fonctions g6n6ratrices des 
m~mes coefficients an,io, on peut passer de l'une fi l'autre par changement de 
variables. Pour cela, commenqons par redresser la partie paire de A (u), qui 
engendre an,r,; et non an,i, i, en s6parant d'abord partie paire et partie 
impaire: 
on(u; a', b') on(u; a" b') sn(u; a" b') 
A(u)= l _ snZ(u ;a , ,b , )  ~ l _snZ(u ;a , ,b , )  
puis permutant a' et b' dans la partie paire et appliquant (1.3), 
dn(u; a" b') + en(u; a' b')sn(u; a" b') a2i~j u" 
1 - sn2(u ., a"  b ' )  - Z. u ¥. 
(7.11) 
Posons a = x/z, b = y/z, u = zv, d'ofi 
dn(u; a', b') = dn(v; (x 2 - z2)V% (y2 _ z2)1/2), 
sn(u', a" b') = z sn(v; (x 2 - z2) v2, (yZ - z2)1/2). 
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Multiplions la partie paire par x, la partie impaire par y, et nous obtenons 
exactement les polynomes de Schett donn4s en (6.1) d'une part, leur fonetion 
g4n6ratriee X(v; x, y, z) d6duite de (2.12) d'autre part: 
X(v; x, y, z) 
x dn(v; (x z - -  z2) 1/2, (y2 _ zZ)l/2) + yz en(v; ....... ) sn(v; ..., ...) 
1 - ? sn (v; (x  - - 
x2 i+ ly2 jzn - -2 i  2j _ _  
/ ,  an,i , j  
n! n pair 
~)n 
q- Z 2i 2j+1 n- -2 i - -2 j  
nirnpair an' i ' jX  y Z FI! q- ' '" 
V 2 V 3 
= x + (yz)v + (xy 2 + xz 2) ~. + (yz  3 + y3z + 4x2yz) ~. +. . . .  
Ainsi, nous avons red+montre la formule (2.12) /t partir du Th6or6me 6.2, 
ou encore donn6 une preuve indirecte t plus "constructive" de ce th6or+me fi 
partir de la formule (2.12) et du th6or+me (7.7). 
8. INTERPRETATION DES DEVELOPPEMENTS DE LA FONCTION Cn u 
ET DE L ' INTEGRALE DE LEGENDRE F(~0, k) 
Le d6veloppement de Cn u est le m6me, fi une permutation pros des lettres 
a, b, c, que celui des fonctions Dn u et En u. 
Nous allons donc en fait calculer le d6veloppement de Dn u d'apr6s son 
expression (3.9) ft l'aide des fonetions de Jacobi, et d'abord consid6rer le 
d6veloppement deen(u; a, b)/(1 - snZ(u; a, b)) 1/2. 
On sait classiquement que 
t 2k 
(1 -  t2)-1/2= ~, (1 .3 .5  ... (2k -  1)) z (2k)----~' (8.1) 
Par suite, utilisant cette identit6 et l'identit6 (7.1), 
cn u(1-snZu) - l /2= ~ (1 . 3 • 5 ... (2k -  1))2enusn2ku/(2k)I 
kb0 
R 
en u(1 - snZu) - 1/2 = ~. ~'.. (1. 3, . .  (n - 2 i -  2j - 1))2a,,i,ja2ibzjUmnl " 
li 1J 
(n pair; 0 ~< 2i + 2j ~ n) (8.2) 
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Les premiers termes de (8.2) sont doric 
en(u;a,b) (1 )u  2 
(1-sn2(u;a,b))  1/2 =1+ +a 2 ~. 
+ +10a 2+ 4 b 2 - -  
+ a 4 + 4a2b2/ 4! 
/ 225 ] 
/+315a2 + 180 b 2 
+ |+ 91a 4 + 224a2b 2+ 16 b 4 
\+  a 6 + 44a4b 24- 16a2b 4] 
Les coefficients 
U 6 
-g., + . . . .  (8.3) 
diagonaux sont ceux du d6veloppement de l'int~grale de 
Legendre de premi&e esp~ce, ainsi qu'il apparait dans la proposition 
suivante, simple r66criture d'un r6sultat dfi /t Gudermann [15, p. 7 l]. 
PnoeoslxIoN 8.1. L'intdgrale de Legendre de premi&e esp&e F(~o, k) = 
f~ dO/v/1 - k z sin 2 0 a pour ddveloppement 
F(~9, k)=~9~- Z~jn (- - l ) J (1" 3" 5 "'" ( / ' / -  2 j - - I ) )222 JT (2 ,  j ) 
X k n-2j @n--1 
(n+ 1)! (n pair >/2; 0~< 2j~< n-Z) ,  (8.4) 
les nombres T(n/2, j) d&ignant les nombres faetoriels eentraux ddfinis dans 
la Remarque 7.3. 
Ddmonstration. le d~veloppement 
(8.2); on a 
(n pair). 
Posant a = 0, b = 1/ik, u--kO dans 
cn(kO; O, 1/ik)= 1, 
sn(kO; O, 1/ik) = k sin 0, 
d'ofl 
(1 - ~:2 sin 2 0)-v2 
=~__~" (1 .3  ... (n-- 2j-- 1))2a,,o,j(-ljk"-2~O"/n! 
n j 
D'ofi le r+sultat, en int6grant entre 0 et ~o, et tenant compte de la 
Remarque 7.3. 
Les premiers termes ont les suivants, ce qui concorde avec [15]. 
~o3 5 q)7 
F((o, k) = ~o + k 2 ~-. + (9k 4 - 4k 2) ~ + (225k 6 - 180k' + 16k2)-#- 7 +. . .  I 
(8.5) 
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La fonction u =F(~0, k) est la fonction inverse de l'amplitude 
~0 = Am(u, k). Signalons que les d6veloppements des autres fonctions ellip- 
tiques inverses ont plus connus. On d6signe souvent sous le nom de "coef- 
ficients de Legendre" ceux du d~veloppement de Arg sn x, on en trouvera le 
calcul dans [15, pp. 75-77] (Voir aussi [8, p. 175, Ex. 27] et une inter- 
pr6tation probabiliste dans [22, 27].) 
Pour interpreter le d6veloppement de Cn u, nous aurons besoin d'un 
lemme classique de d6nombrement [6]. 
LEMME 8.2. Soit nun entier pair. Le nombre de permutations de [n] en 
cycles tous de longueurs paires est dgal d [1 • 3 • 5 ... (n - 1)] 2. 
Ddmonstration. Les permutations en cycles de longueurs paires sont par 
d6finition les compos6s partitionnels [14] des permutations circulaires de 
longueurs paires. Or on a 
exp(t2/2 + t4/4 +. . .  + t2k/2k +. . .  ) 
= exp( -1  Log(1 -- t2)) = (1 - t2) -rE 
t n 
= S ~ (1.3.. .(n_1))2__~_. | 
n pair 
On peut aussi se passer des fonctions g6n6ratrices pour montrer ce lemme, 
en ~tablissant une bijection avec les couples de deux partitions en paires de 
l'ensemble [n]. 
THEOREME 8.3. Soit nun  entier pair >~0. L'entier bn,ij, coefficient de 
a2ib2Jcn-2~-EJun/n! dans le ddveloppement de la fonction Cn(u; a, b, c), est 
dgal au nombre de permutations de [n] dont tousles cycles sont de longueurs 
paires, et qui poss~dent i pics de cycle pairs et j pics de cycle impairs. 
Ddmonstration. Calculons le hombre de couples (Ci,j, ~r), off Ci, Jest un 
choix dans [n] de i pics de cycle pairs e t j  pics de cycle impairs, et off a est 
une permutation, prolongeant Cij , dont tousles cycles sont de longueurs 
paires. Rappelons que le choix C~,j a pour effet de partitionner In] en un 
certain nombre de cha[nes, les unes ferm6es qui seront autant de cycles de 
longueurs paires de la permutation a, les autres ouvertes, de longueurs 
impaires, et au hombre de (n - 2i - 2j). A toute bijection des fins de cha~nes 
ouvertes ur les d6buts de cha[nes ouvertes (qui, on l'a vu, 6tend a h [n] 
entier) correspond biunivoquement une permutation o9 de l'ensemble ~ des 
ehaines ouvertes de mani~re 6vidente: si f est fin de la cha[ne c, et si 
g( f )  = d, d+but de la cha~ne c', alors on pose w(c)= c'. Les cycles de a se 
composent, outre des cha[nes ferm6es initiales, des r6unions des cha~nes 
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ouvertes e trouvant dans un m~me cycle de la permutation 09. Pour que ces 
r6unions soient toutes de longueurs paires, il faut et il suffit que les cycles de 
09 soient de longueurs paires, puisque les cha~nes ouvertes ont de longueurs 
impaires. (C'est le cas dans l'exemple 7.6, off 09 se compose de deux cycles 
de longueur 2.) L'ensemble W ~tant de cardinal n-  2 i -  2j, il existe d'apr6s 
le Lemme 8.2, un nombre (1 • 3 • 5 ... (n -- 2i - 2j - 1)) 2 de permutations co 
qui conviennent. Le nombre de couples (Ci,j,a) recherch6 vaut doric 
(1 • 3 • 5 ... (n -- 2i -- 2 j -  1))zan.id, coefficient de cn u(1 --sn2u) -1/2 d'apr6s 
(8.2). 
La suite du raisonnement est analogue ~ la d6monstration du 
Th6or6me 7.7. On deduit l'identit6 
(1 • 3 • 5 ..- (n - 2 i -  2j - 1)):an,id 
=\~ (k ) ( j )b~,  (2i<~2k<~n, 2j<~2l<~n), (8.6) 
k."St i '" 
off b,,k,l d6signe le nombre de permutations de [n] en cycles de longueurs 
paires, poss6dant exactement k pies de cycle pairs et l pics de cycle impairs. 
Par le m~me principe d'inclusion-exclusion, on en d6duit que les bn,id ont 
pour fonction g6n6ratrice 
~2i l . .2 j . .n lH I  
~\T  b,a.su u u~ . ..~.-~. 
tl l~J 
en(u; a', b') 
=( l _sn2(u ;a , ,b , ) ) , / z ,  off a '=(a2-1) l /Z ,b '=(b2-1)  l/2 
= Dn(u; 1, a, b) d'apr6s (3.9) 
= Cn(u; a, b, 1), (8.7) 
d'ofi le r6sultat (apr6s homog6n6isation du d6veloppement de Cn u). II 
Le d6veloppement se d6duit done de (8.3) en y remplaqant a2 et b z par 
(a s -  1) et (b 2 -  1): 
en(u;a',b')  
Cn(u; a, b, 1) = (1 - sn2(u; a', b ' ) )  1/2 
U z { 4a z ~ u' 
= 1 + (aZ)-~T + \+a4 + 4a2b2] 4--( " 
[ 16a 2 \ u 6 
+ [+44a 4 + 104a2b 2 ) + ... (8.8) 
\+  a 6 + 44aab 2 + 16aZb 4 -~. 
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Remarque 8.4. Contrairement au cas des entiers an,id, nous ne 
disposons pas d'une r6currence lin6aire simple sur les entiers b~,id. Si en un 
certain sens le Th6or6me 8.3 fait pendant au Th6or~me 6.2, nous n'avons 
cependant pas pour le Th6or6meS.3 de d+monstration "directe", les 
m&hodes des paragraphes 7 et 8 nous ont paru n6cessaires ~ sa 
d6monstration. 
COROLLAIRE 8.5. Le coefficient de kn-Z%~"+~/(n + 1)! dans le ddvelop- 
pement de F(G k) est dgal au nombre de couples (C0,j, a) oft Cod est un 
choix de j pics de cycle impairs dans [n], et a une permutation de [n] en 
cycles de Iongueurs paires possddant ces j pics de cycles. 
Ddmonstration. C'est la diagonale de (8.3) interpr&6e dans la 
d6monstration du Th6or6me 8.3, off l'on porte a - -0 .  
COROLLAIRE 8.6. Parmi les permutations de [n] en cycles de longueurs 
paires, Ie nombre sdcant E n compte d'une part celles qui n'ont que des pics de 
cycle pairs, d'autre part celles qui ont n/2 pics de cycle. 
Ddmonstration. Pour les premi6res, on fait k - -  1 dans le Corollaire 8.5, 
et on applique le principe d'inclusion-exclusion. En consid6rant le d6velop- 
pement de Cn(u; a, 0, 1), on obtient d'ailleurs une interpr&ation du d+velop- 
pement de cn u, en les distinguant suivant le hombre i de pics de cycle 
(pairs) qu'elles poss6dent. 
Pour les secondes, on consid6re Cn(u; 1, 1,0). En consid6rant 
Cn(u; a, 1, 0) on red6montre le Corollaire 6.4. 
COROLLAIRE 8.7. Le coefficient de b2Jcn-2Jun/n! clans le ddveloppement 
de lsn2(u; b, c) est ~gal au hombre de permutations en cycles de longueurs 
paires de In] qui n'ont qu'un seul pic de cycle pair, l'entier n, et j pics de 
cycles impairs. 
Ddmonstration. Les coefficients diagonaux du d6veloppement (8.7) sont 
les coefficients du d6veloppement de ½snZ(u; b, c). 
En effet, d'apr6s (3.9) on a 
Cn(u; a, b, e) = (1 - a2sn2(u; (b 2 - a2) 1/2, (c z -- a2)1/2)) - v2. 
_ _  snE(u; b', c') 
1 [Cn(u; a, b, c) - 1] - (1 - aEsn2(u; b', c'))a/2(1 + (1 - a2sn2(u; b', C; ) )1 /2 )  " a 2 
En posant a = 0, on trouve ~ droite ½sn2(u; b, c). 
1 2 , r/ 
--fsn (u;b;c)=~n,jbnljb2Jcn 2JU~.n~. (npair >/2;O~2j<~n). 1 (8.9) 
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9. QUELQUES ASPECTS COMPLI~MENTAIRES 
Supposons h present que u soit une variable complexe, et posons x~ = sn u, 
x2=cn u et x 3 =dn u. En passant en coordonn6es homog~nes, soient 
x; = X f fX  o (i = 1, 2, 3), on voit d'apr+s (1.7) que les fonctions elliptiques de 
Jacobi param&rent une courbe projective (E) d'bquations 
x~ - x~ - ~x~ -- o, 
(9.1) 
x~ - x~ - b~X~ -- o. 
C'est l'intersection compl+te de deux quadriques dans p3 c, et elle porte le 
nora de quartique lliptique, ou de biquadratique [18, p. 52]. 
Consid6rons maintenant le cas des quatre fonctions introduites en 
Section 3. On salt que Sn(u; a, a, a) = u(1 - a2u2) -v2 et que Cn(u; a, a, a) = 
(1  - -  aZ/,t 2)- 1/2. Par suite, les constantes a, b, c &ant fix6es arbitrairement, les 
s6ries Sn u, Cn u, Dn u et En u sont absolument convergentes dans le disque 
tul < inf(1/lal, 1lib I, 1/Icl). Le point ayant pour coordonn6es ces quatre 
s~ries d~crit, d'apr~s (3.3), une courbe (C) d'6quations homog~nes 
x~ - x~ - a~x~ = o, 
X~ - X~ - b2X~ = O, (9.2) 
x~ - x~ - c~X~ = o. 
On pourrait appeler cette courbe triquadratique, puisque c'est l'intersection 
complete de trois quadriques dans P~. Elle est d'ailleurs bien connue en 
G6om6trie Algbbrique; de degr6 huit, on montre que son genre est +gal /t 
cinq [16, p. 346]. 
Etant donn6es r constantes arbitraires at, a2,..., ar, on peut d'une mani&e 
g6nfrale d6finir (r + 1) fonctions S ~), C ~) (r). ..... Cr a l'aide du syst~me 
d S~,~(u) = clr~(u ) C~,,(U) . . .  C~,~(U), 
du 
d clr)(u ) ~- a~s(r)(. ) c~r)(u).., clr)(u)... C(rr)(u) 
du 
(1 <~i4r) .  
(9.3) 
Dans P~+~, ces fonctions param+trent une courbe de degr6 2 r intersection 
compl&e de r quadriques. On peut montrer que son genre est ~gal 
1 + ( r -  2)2 r-t. En &endant les d6finitions (2.1) et (5.1) on definit de m~me 
des polynomes de Schett homog~nes n (r + 1) variables. Ces polynomes de 
Schett gen~ralis~s ne semblent gu+re susceptibles de s'interpreter n termes de 
permutations, etc'est pourquoi nous ne les avons pas introduits ici. Dans un 
article ult~rieur I l l],  nous consid~rerons un cadre combinatoire mieux 
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adapt6 ~ cette g6n6ralisation et permettant par ailleurs de retrouver et 
d'6tendre un r6sultat de Viennot sur les fonctions de Jacobi [29], 
I1 reste que pour r = 3, plusieurs probl6mes restent b, aborder du point de 
vue de la combinatoire des permutations, qui sont explicit6s dans l'appendice 
1. En remarquant d'apr6s (5.1) que 
)7,(1, 1, 1, 1 ) -  1 • 3 .5  ... (2n -  1), (9.4) 
on est conduit g la question sans doute la plus int+ressante: peut-on donner 
une interpr6tation combinatoire des coefficients des polynomes de Schett 
quatre variables (visualis6s darts l'appendice 2) en termes de permutations en 
cycles de longueur deux de [2n], encore appel6es involutions ans points 
fixes, interpr6tation qui serait une extension des th6or6mes (6.2) et (8.3)? 
Dans cette direction, nous 6tudions les d~g6n~rescences univari~es de ces 
polynomes dans un article /t paraitre [12]. Une question annexe et non 
encore abord6e serait d'interpr6ter les d~veloppements de Taylor des 
fonctions (A/) de Weierstrass [18, pp. 45-46; 30], d6veloppements qui ont 
suscit6 l'admiration de ses contemporains ]2; 17, pp. 860-868]. 
APPENDICE 1 
Nous donnons ici quelques d6veloppements uppl6mentaires aux 
paragraphes 7 et 8. II serait int6ressant d'6tudier d'un point de vue 
combinatoire l s s6ries suivantes 
exp(sn(u;a,b)) = 1 + u + -~. + +a 2 + b2 ~.v ÷ 
U 4 
1 - sn(u; a, b) 
1 )u  5 
+ +10a 2 + 10 b 2 
\+  a 4 + 14a2b 2 + b 4 "~. 
(1 
+ +20a 2 + 20 b 2 
\ +16a4 + 104aEb 2+ 16b 4 ~ + ..- . (A.1) 
- - l+u+2-~- .+ +a2+b2 ~.+ +8a2+8b2 ~-. 
/ 120 \ u 5 
+ 1+ 60a 2 + 60 b 2 ! 
\+  a 4 + 14aZb 2 + b 4] ~. 
/ 720 ~ u 6 
+ |+480a z +480 b z 
\+  32a 4+208a2b z+32b 4 ~+. . . .  (A.2) ) 
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1 - sn(u; a' ,b')  
u2(4 )U (8 )u' 
- - l+u+2~!+ +aZ+b 2 ~.t + +8a2+8b 2 
16 ) uS 
+ +44a 2 + 44 b 2 
\+  a 4 +14a2b 2 + b 4 ~. 
32 ) u6 
+ +208a 2+ 208 b 2 
\+  32a 4+208a2b 2+32b 4 ~+""  . 
(A.3) 
Les coefficients de la partie impaire de (A.3) sont ceux de la partie 
impaire des polynomes de Schett, les coefficients de la partie paire sont ceux 
de SnZu. 
sn(u; a, b) (3 )u  3 
(1  - sn2(u; a, b)) 1/2 = u + +a 2 + b2 ~. 
45 ) u5 
+ +30a 2+ 30 b z 
\+  a 4 +14azb 2 + b 4 ~. + ... . (A.4) 
De (A.4) on d~duit le d~veloppement de Sn u en passant ~t a' et b'. 
snu+cnudnu 
1 -- sn2u 
u 2 6 u 3 
- l + u + (2+a2 + b2) ~. + (+a2 + b2) ~. 
24 ) U4 
+ +20a 2 + 20 b 2 
\+ a 4 + 14aZb 2 + b 4 -~. 
[ 120 \ u 5 
+ |+60a 2+60 b 2 
\+  a 4 +14azb 2 + b 4 ~. +""  . ) 
cn u sn u (3 ) u 3 
(1 -~ sUu~ ~/~ = u + +4a2 . b2 ~. 
. F  , 
45 ) u 5 
+ +60a 2 + 30 b 2 
\+16a 4+44a2b 2+b 4 ~. +""  . 
(A.5) 
(A.6) 
Sur les premi6res colonnes de (A.6), on lit les coefficients de l'int6grale de 
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Legendre de deuxi6me esp~ce E(~0, k) = f~ V/1 - k 2 sin 2 0 dO, qui ont 6t6 
caleul6s par Gudermann [15, p. 73]. 
enusnu (9 )1/3 
(l_sn2u)a/2 -u  + +4a2 +b z ~. 
/ 225 
+ [+180a 2+ 90 b 2 
\+  16a 4 + 44aZb 2 
u5 
+b 4 ~(+ "'" " 
(A.7) 
Sur les premi6res colonnes de (A.7), les coefficients de F(~p, k). Sur les 
diagonales, des polynomes peut-~tre introduits par Comtet [9, Th6or6me 2] 
pour un probl6me d'6valuation asymptotique. 
APPENDICE 2: TABLES OCTAEDRALES 
DES POLYNOMES DE SCHETT A QUATRE VARIABLES 
Soit Tn(x, y, z, t) le n-i~me terme de la suite des polynomes de Schett 
quatre variables initialis6e en t. Notons tn,i,j,~,t le coefficient du mon6me 
x~zkt   darts T,. Les quadruplets d'exposants (i, j, k, l) sont form,s d'entiers 
compris entre 0 et n, les seules conditions 6tant que i , j  et k sont de la parit~ 
de n, que lest de l'autre paritY, et que la somme i + j + k + 1 vaut (2n + 1). 
On peut montrer que le nombre de ces quadruplets est ~gal 
n(n + 2)(2n + 5)/24 quand nest pair, fi (n + 1)(n 2 -4- 2n + 3)/12 quand n est 
impair. A chacun d'eux nous associons le point de ~3 de coordonn6es (i, j, I) 
et nous ~crivons le coefficient tn,ij,k,~ en ce point. 
Ainsi les coefficients se r~partissent dans des octa+dres. II est commode de 
repr6senter ces octa+dres avec leurs sections par les plans horizontaux de 
cotes l variables. La section la plus basse est une face triangulaire de l'oc- 
ta~dre qui contient les coefficients de Sn u, d'apr~s la Proposition 5.1. 
Les six faces lat6rales de l'octa6dre sont de deux esp+ees. Trois d'entre 
elles sont des triangles "pointes en has"; correspondant aux valeurs 
minimales de i, ou de j, ou de k, elles contiennent done les coefficients de 
Cn u, Dn u et En u. Les trois autres s'appuient sur les ar6tes de la base et, 
correspondant aux valeurs maximales de i, j ou k, contiennent les coefficients 
des polynomes de Schett ~ trois variables (Proposition 5.2). 
Enfin le plan horizontal sup6rieur est une face triangulaire sin est impair, 
hexagonale si n est pair; dans le premier eas l'octa~dre est r~gulier, dans le 
second, c'est un octa+dre r~gulier qui a ~t6 sectionn~ pr6s de sa face 
supbrieure. Cette face sup6rieure a pour coefficients ceux du polynome de 
Schett sym6trique divis6s par 1 (Proposition 5.2), qui, quand nest  impair, 
sont aussi ceux de ½Sn2u (Proposition 4.1). 
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Tandis que les ar~tes de la face inf~rieure donnent les coefficients de sn u 
et celles des faces lat6rales les coefficients de cn u, les ar~tes de la face 
sup6rieure contiennent les coefficients de 1Sr/2U, d'apr6s la Proposition 4.1 ou 
le Corollaire 8.7. 
EXEMPLE: n =4.  Face inf6rieure: les coefficients en uS/5t de Snu;  
triangles "pointes en bas": les coefficients en u4/4! de Cn u, Dn u, En u; 
trap6zes lat6raux: le polynome de Schett fi trois variables X4; face 
sup6rieure: le polynome de Schett sym6trique ~$4. 
6,4~ 
192 O '~/ j  '/ \ \~"~9200 
J /" \ 
1920 , 8448 \ 1£20 
f \ 
64 1920," " 192o 64 
£I~.""\ ,' ,~£6o 1~£6o ',, /"'-£~2 
40~" /" \ 9720 £720 / , "408 
/ 0 54~\ \  £ / 2.0 4 ~ 
I 
/ :408 ~ 408 , 
i,, \ / ',1 
I _ - - - -  . . . . . . .  135- \  . . . . . . . . .  / -135  . . . . . . . . . . . . .  'i 
n=7 
38 DOMINIQUE DUMONT 
.- 4416"~ i/ 
)12 ~" X96864 
~4 
192o'~//  
/ , ,~  20 j  I/44544 
; /  11968 /t 









44544 \ 1920 \ 
\~ 11968 6z 
1920 " 64 
96864 ~\\ "/-4416 
96864 \/ "9 2 
96864 /~,,~8~6 ~' '  
91 
/ \ / xX 
. - ,9  . . . .  _\___~o_ ,,~o__ 7_ . . . . .  ,o~..  
4q ~8" i I 52536 \ 187488 / 52536 \ "408 
i t ]'I 880 \ 187 488 187 488 [ 11880 ~\ 
,,, "-Q<_ _ ,, 
I t - - -  . . . . .  1228  . . . . . .  \ -  -- - 5478- -  - - /  . . . . .  1228  . . . . . . . . .  
n=8 
BIBLIOGRAPHIE 
1. D. ANDRE, D~veloppement  s~ries des fonctions elliptiques et de leurs puissances, Ann. 
l~eole Norm. Sup. Sgr. 2 6 (1877), 265-328. 
2. D. ANDRE, Sur le d6veloppement des fonctions de M. Weierstrass suivant les puissances 
croissantes de la variable, J. Math. Pures Appl. Sdr. 3 5 (1879), 31-46. 
3. D. ANDRE, Sur les permutations altern+es, J, Math. Pures AppI. Sgr. 3 7 (1881), 167-184. 
FONCTIONS ELLIPTIQUES DE JACOBI 39 
4. D. ANDRE, M~moire sur les s6quences des permutations circulaires, Bull. Soe. Math. 
France 23 (1895), 122-184. 
5. P. APPELL ET E. LACOUR, "Principes de la th6orie des fonctions elliptiques et applica- 
tions," Gauthiers-Villars, Paris, 1897. 
6. L. CaRLITZ, Set partitions, Fibonacci Quart, 14 N ° 4 (1976), 327-342. 
7. L. CARLITZ, A special class of triangular arrays, Collect. Math. 27 N o 1 (1976), 1-38. 
8. L. COMTET, "Analyse combinatoire," Tome 1, Presses Univ. France, Paris, 1970. 
9. L. COMTET, Sur le quatri~me probl+me t les nombres de Schr6der, C. R. Acad. Sci. Paris 
271 (1970), 913-916. 
10. D. DUMONT, A combinatorial interpretation for the Schett recurrence on the Jacobian 
elliptic functions, Math. Comp. 33 (1979), 1293-1297. 
11. D. DUMONT, Arbres, for&s et fonctions elliptiques, a paraitre. 
12. D. DUMONT, Quelques tatistiques sur les involutions ans points fixes,/L paraitre. 
13. P. FLAJOLET, Combinatorial aspects of continued fractions, Discrete Math. 32 (1980), 
149. 
14. D. FOATA, "La serie g6n6ratrice exponentielle dans les probl6mes d'6num~ration," Presses 
de l'Universit6 de Montr6al, Montreal, 1974. 
15. GUDERMANN, Theorie der Modular-Funktionen und der Modular Integrale, J. Reine 
Angew. Math. 19 (1839), 45-83. 
16. R. HARTSHORNE, "Algebraic Geometry," p. 346-348, Springer-Verlag, New York/Berlin, 
1977. 
17. C. HERMITE, "Note sur la th~orie des fonetions elliptiques, ajout~e au tours de calcul dif- 
f~rentiel et integral de J. A. Serret," Gauthier-Villars, Paris, 1894. 
18. C. HOUZEL, Fonctions elliptiques et int~grales ab+liennes, dans "Abr~g~ d'Histoire des 
Math6matiques" (J, Dieudonn& Ed.) Hermann, Paris, 1978. 
19. C. L. LIU, "Introduction to Combinatorial Mathematics," pp. 104-105, McGraw-Hill, 
New York, 1968. 
20. S. C. MITRA, On the expansion of the Weierstrassian and Jacobian elliptic functions in 
powers of the argument, Bull. Calcutta Math. Soc. 17 (1926), 159-172. 
21. F. OBERHETTINGER ET W. MAGNUS, "Anwendung der elliptischen Funktionen in Physik 
und Technik," Springer-Verlag, Berlin, 1949, 
22. A. RENYI, "Wahrscheinlichkeitsrechnung," pp. 420-421, VEB Deutscher Verlag der 
Wissenschaften, Berlin, 1966. 
23. J. RIORDAN, "An Introduction to Combinatorial Theory," Wiley, New York, 1958. 
24. J. RIORDAN, "Combinatorial Identities," Wiley, New York, 1968. 
25. A. SCHETT, Properties of the Taylor series expansion coefficients of the Jacobian elliptic 
functions, Math. Comp. 30 (1976), 143-147. 
26. A. SCHETT, Recurrence formula of the Taylor series expansion coefficients of the Jaco- 
bian elliptic functions, Math. Comp. 31 (1977), 1003-1005. 
27. E. SPARRE-ANDERSEN, On the number of positive sums of random variables, Skand. 
Aktuarictidskrift (1949), 27-36. 
28. J. F. STEFFENSEN, "Interpolation," p. 57, Chelsea, New York, 1950. 
29. G. VIENNOT, Une interpr6tation combinatoire des coefficients des d6veloppements en s~rie 
enti~re des fonctions elliptiques de Jacobi, J. Combin. Theory Ser. A 29 (1980), 121-133. 
30. M. W~IERSTRASS, Theorie der Abelschen Funktionen, J. Reine Angew. Math. 52 (1856), 
356-358. 
